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2 Deductieve statistiek
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Herhaling: discrete stochasten

Definitie Gegeven een uitkomstenruimte S is een stochast (stochastische
variabele, random variable) een functie die aan elk punt in S een numerieke
waarde (een waarde in R) toevoegt. Stochasten worden aangeduid met
X,Y,Z. rmg(X) is het beeld van X: rng(X) = {X(s) | s € S}.

Als S aftelbaar is dan heet X discreet en is de kansverdeling (verdeling,

distributie, distributiefunctie) van X de functie f (m in boek) gegeven door:

fF(iy=P(X = i) = P({s € S| X(s) = i}).
Er geldt:
f : rng(X) — [0,1],
Dicmga) F() = Xicmg PUs € S| X(s) = i}) = 25 P(s) = 1,

Voor elke gebeurtenis A C rng(X):

PA)Y=> f(iy= >  P(s)

icA {seS|X(s)eA}
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Antwoord op een vraag: Simpsons paradox

Bij een zekere universiteit solliciteren gedurende een zekere maand 40 mannen
en 40 vrouwen.

aangenomen afgewezen percentage
Q 20 20 50
g 24 16 60

Men spreekt er schande van.
Vervolgens verdeelt men de sollicitaties naar faculteit.
Faculteit Betawetenschappen:

aangenomen afgewezen percentage
Q 12 18 40
g 3 7 30

Faculteit Geesteswetenschappen:

aangenomen afgewezen percentage
Qo 8 2 80
g 21 9 70

Men spreekt zijn goedkeuring uit.
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Eigenschappen van kansen



Eigenschappen van kansen: partities

Stelling P(A) = P(AN B) + P(AN B).

Definitie B, ..., B, vormen een partitie van de uitkomstenruimte als zij
onderling disjunct ziinen S =B U B, U---U B,.

Stelling Als By, ..., B, een partitie van de uitkomstenruimte is, dan geldt

P(A) = P(ANB:) + P(ANBy) +--- + P(AN By).
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Eigenschappen van kansen: partitie

Voorbeeld Het percentage mensen met dyslexie is 20%, met dyscalculi 4% en
0.9% heeft dyslexie én dyscalculi.

Wat is het percentage mensen dat aan precies één van de twee lijdt?

0.2 = P(dyslexie) = P(dyslexie en dyscalculi) + P(dyslexie en niet dyscalculi)

0.04 = P(dyscalculi) = P(dyslexie en dyscalculi)+P(dyscalculi en niet dyslexie).

Dus
P(dyslexie en niet dyscalculi) = 0.2 — 0.009 = 0.191.

P(dyscalculi en niet dyslexie) = 0.04 — 0.009 = 0.031.
Dat geeft

P(dyslexie en niet dyscalculi)+P(dyscalculi en niet dyslexie) = 0.19140.031 = 0.222.



Eigenschappen van kansen: samenvatting

0 < P(A) <1len P(S)=1 (axioma’s).
P(A) =1 - P(A).
Als A1, A, ... onderling disjunct zijn, dan geldt (axioma)

P(UA P(A1) 4+ P(A2) + .

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
P(AUBUC) =
(A

)+ P(B)+P(C)—P(ANB) - P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).

P(A) = P(An B) + P(AN B).

Als By, ..., B, een partitie van de uitkomstenruimte is, dan geldt

P(A)=P(ANB1)+ P(ANB2)+---+ P(AN By).
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Oneindige discrete uitkomstenruimtes
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Oneindige discrete uitkomstenruimtes

Voorbeeld Een dobbelsteen wordt gegooid totdat er de eerste keer een 2 wordt
gegooid. De stochast X is het aantal maal dat er gegooid moet worden. X
heeft dus oneindig veel mogelijke waarden en de bijbehorende uitkomstenruimte
is oneindig: S ={1,2,3,4,...} = Nxo.

P(X =n)= &
Er moet P(S) =1 gelden, en inderdaad:
1 25
ZP(X n) 6 *‘Fm‘i’"'*l
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Antwoord op een vraag: natuurlijke getallen

Voorbeeld Wat is de kans dat je uit een zak gevuld met de natuurlijke getallen
een 7 trekt?

Intuitie: voor elk getal is de kans om het te trekken even groot.

Stel dat die kans p is, en laat X de stochast zijn. Dan is voor elk getal n,
P(X =n)=p.

Omdat de gebeurtenissen disjunct zijn en P(X € N) =1 geldt

_ S~ [0 alsp=0
Pxem =3 px=n=3p={ % P70

Een tegenspraak: 1 =0of 1 = o0

Conclusie: aan dit experiment kan geen kansverdeling toegekend worden die
overeenkomt met bovengenoemde intuitie. Aan de vraag wat P(X = 7) is, kan
daarom geen zinvolle betekenis gegeven worden.

Let wel: de eis van uniformiteit van de verdeling is hier essentiéel, want de
vorige slide toonde een voorbeeld van een (niet-uniforme) kansverdeling op een
discrete oneindige uitkomstenruimte.



Continue uitkomstenruimtes
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Continue uitkomstenruimtes: kansen toekennen

Intuitie:
0 r 1—r 1

I | | |
r T T 1

Als X willekeurige waarden aanneemt in [0,1], dan moet gelden dat

P(X elo,r]) =P(X €[1—r,1]).

r a b c d s
—t— } } {

Als X willekeurige waarden aanneemt in [r,s] en (d — ¢) = 2(b — a), dan moet

gelden dat
P(X € [c,d]) =2 P(X € [a, b]).

Hieraan wordt voldaan als
(b—2a)

PIX €la.bl) = (o=
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Continue uitkomstenruimtes: kansen toekennen

Intuitie:

S

Als X willekeurige waarden aanneemt in de rechthoek en de oppervlakte van B
is twee maal de oppervlakte van A, dan moet gelden dat

P(XeB)=2-P(X € A).

Hieraan wordt voldaan als

P(X € A) = oppervlakte A __ oppervlakte A
"~ oppervlakte rechthoek rs .
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Continue uitkomstenruimtes: kansen toekennen

Intuitie:

Als X willekeurige waardes aanneemt in een oppervlak O C R? en A is een
oppervlak in O, dan moet gelden dat

]

oppervlakte A

P(XeA) = oppervlakte O°
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Continue stochasten
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Continue stochasten

Intuitie:

Discrete stochasten:

P(X € A)=> P(X =)

icA
Continue stochasten:

>~ [

i€A



Continue stochasten

Definitie Een stochast X op uitkomstenruimte S is continu als er een
kansdichtheid f : rng(X) — Rx¢ is zodat voor elke A C rng(X) geldt:

P(XeA):/

f(x)dx en / f(x)dx = 1.
A rng(X)

Vergelijk
Voor een discrete stochast X met kansverdeling f geldt f : S — [0,1] en

P(XeA) =) f(i) en > f()=1

i€eA ierng(X)

Conventie: Vaak wordt P(A) i.p.v. P(X € A) geschreven.



Continue stochasten

Voorbeeld Zij X de continue stochast bij het willekeurig kiezen van een punt in
[0,1]. Dan heeft X de volgende kansdichtheid:

1 als0<x<1
Fx) = { 0 anders.

/ Z Fx)dx = 1.

In overeenstemming met de intuitie geldt voor elk interval [a, b] in [0,1]:

Inderdaad geldt dat

P(Xe[a7b]):P(a§X§b):/bf(x)dx:/bldx:x\f:b—a.

a

N
N



Continue stochasten

Voorbeeld Zij X de continue stochast bij het willekeurig kiezen van een punt in
[r,s]. Dan heeft X de volgende kansdichtheid:

L alsr<x<s
F) = { 0 anders.

/ ! dx =1.
wS—Tr

In overeenstemming met de intuitie geldt voor alle r < a < b < s dat

Inderdaad geldt dat

b b _
P(agxgb):/ f(x)dx:/ oo X pobza

S—r sS—r sS—r
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Continue stochasten

Voorbeeld Zij X de continue stochast bij het willekeurig kiezen van een punt in
een rechthoek met lengte r en hoogte s. Dan heeft X de volgende
kansdichtheid:

1 . .
_J +; als xin de rechthoek ligt
flxy) = { 0 anders.

Er geldt dat

P(X € [a,b] X [c,d]) = /Cd/ab f(x,y)dxdy = /cd /ab%dxdy =

:/b(d—c)dX:(d—c)»(‘bi (b—a)(d—rc)

a = .
r-s r-s r-s



Continue stochasten

Voorbeeld De kansdichtheid f van het IQ van mensen:

1
h
(}
1w L
0

115

H:H“"'“Illum...
14

....;..||||II|||IH‘H

] 20

P(85 < X < 115) = / f(x) = 0.68.

85

130
P(70 < X < 130) = / f(x) = 0.95.
70
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Antwoord op een vraag: telefoontjes

Voorbeeld Zij X de continue stochast waarvan de waardes de tijdsduur (in
minuten) tussen twee opeenvolgende telefoontjes in een alarmcentrale zijn. Uit
onderzoek blijkt dat de kansdichtheid van X de volgende is:

le75 alsx>0
—J 5 =
Fx) { 0 anders.

Merk op: f neemt willekeurig grote waardes aan.

De kans dat de tijdsduur tussen twee telefoontjes tussen de 6 en 7 minuten ligt:

"1 _« _x 7 _1 _6
P6<X<T7)= e Sdx = —e 5 |g=—e 5 +e 5 =0.25.
6
De kans dat de tijdsduur tussen twee telefoontjes groter is dan 5 minuten:

P(X >5)= / 1effdx =—e 5 |F=et= 1_ 0.37.
5 5 e
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Antwoord op een vraag: magneet

Voorbeeld Een metalen balletje wordt geworpen op een langwerpige magneet
van 1 m. waarvan de magnetische kracht gelijkmatig toeneemt naar de rechter
kant. X is de continue stochast waarvan de waardes de plaats van het balletje
op de magneet zijn. Gegeven is dat de kansdichtheid van X f is, waarbij

f

2x als0<x<1
Flx) = { 0 anders.
0 1

De kans dat het balletje op de rechter helft van de magneet valt is:

1
P(05< X <1)= / 2xdx = x° |§.5= 0.75.

0.5

De kans dat het balletje op de linker helft van de magneet valt is:

0.5
P(0< X <05)= / 2xdx = x* |3°=0.25.
0
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Continue stochasten: eigenschappen

De eigenschappen van discrete stochasten die behandeld zijn gelden ook voor
continue stochasten:

0< P(A)<1lenP(S)=
P(A) =1— P(A).
Als A1, Az, ... onderling disjunct zijn, dan geldt

P(U Aj) = P(A1) + P(A2) +

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

P(AUBUC) =

(A)+P(B)+P(C)—P(ANB) - P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).
P(A) = P(AN B) + P(AN B).

Is Bi, ..., B, een partitie van de uitkomstenruimte is, dan geldt

>

P(A) = P(ANB1) + P(ANBy) +--- + P(AN B,).



Continue stochasten: de kans op een getal

In tegenstelling tot discrete stochasten kan bij continue stochasten f(r) niet
geinterpreteerd worden als P(X = r).

Voor continue stochasten is P(X = r) = 0 voor elk getal r:
r+

P(X:r):Iin}JP(r—éngr—i—e):Iin})/ f(x)dx =

—€

= lim F(x) [7Ze= lim (F(r +¢) = F(r —¢)) = 0.

Hierbij is F de primitieve van f (d.w.z. f is de afgeleide van F).



Finis
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