Overzicht

® geldige redeneerschema’s
® natuurlijke deductie (RAA)

® correctheid en volledigheid van natuurlijke
deductie voor propositielogica

® equivalentie
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Geldigheid

Een redenering

AI An

C

is geldig als in alle situaties waarin de aannames
(Ai ...An) vervuld zijn de conclusie (C) ook waar is.
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Geldigheid
voor alle valuaties V

alsV(A/)=I1 en .. enV(A))=1I

dan V(C)=1

ooooooooooooooooooooooo



Geldigheid
voor alle wereldenV

alsVEA/en ... enV E

danVEC

notatie: Ay ,..., AwE C

ooooooooooooooooooooooo



Natuurlijke deductie

® syntax voor bewijzen in propositielogica

® syntax = afleidingsbomen

® boom modelleert hypothetische redenering
® bladeren = aannames (0,| of meer)

® vertakking = redeneerstap

® wortel = conclusie (precies )
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ND: syntax vs. semantiek

o AI ,...,An = B

® ¢r is een afleidingsboom met (niet
ingetrokken) aannames (dwz bladeren) Ay,...,An
‘en conclusie (dwz wortel) B

® afleidingsregels voeren waarheden in een
nieuwe waarheid’ over

® Aj,...,AnE= B (correctheid (na te streven))
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Redeneerstap

® redeneerstap instantie van redeneerschema
® per connectief introductie en eliminatieschema

® introductieschema = introduceer dat
connectief als hoofdconnectief in formule

® climinatieschema = verwijder/elimineer dat
hoofdconnectief uit formule
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Disjunctie

ooooooooooooooooooooooo



ND:disjunctie
Al 1B

AvB C (C
C

Eliminatie (intrekken hypothesen (0,1 of meer))

A B
AV B AV B

Introductie (links) Introductie (rechts)
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Alles te bewijzen!

® nee, b.v. Pierce’s Law niet: ((p—q)—p)—p

ooooooooooooooooooooooo



reductio ad absurdum
A

L
A

ooooooooooooooooooooooo



Maakt waar
o VipalsV(p) = |

® nietV = L (afkortingV ¥ 1)

o VE-AalsV A

o VE (AAB)alsVEAenVEDB
o VE(AvB)alsVEAof VEB
® VE(A—2B)alsVEAof VEB
® ViE (A<B)als (VE=A) desda (VE
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Semantisch gevolg

® definitie:V

formules waar, alsV iedere formule A in die

=[ alsVE=Avooralle A el (een
valuatie V maakt een verzameling [ van

verzameling waar maakt)

® definitie: [

= A als voor alleV zodanig datV

T

geldtV = A (A is een semantisch gevolg van [

als iedere valuatieV die [ waar maakt ook A
waar maakt
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Semantisch vervolg

® {(poAPpi1)}FEpo(wantalsV = (po A pi) dan
per definitie van wanneerV een conjunctie

waar maakt,V

= poenV

= p|, waarvan we de

eerste gebruiken om te concluderen

® { po,7po} = L(want iedere valuatie V waarvoor

zowelV = po alsV

= —1PQ geldt, dat wil Zzeggen

voor geen enkeleV, geldt ookV  L;de
verzameling { po,~po} is strijdig)
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Volledigheidsstelling

® (B is een semantisch gevolg van Ay,...,An) dan
en slechts dan als (B afleidbaar uit Ay,...,An)

® A,...A, = B dan en slechts dan als A,,....,A,— B

® = = I (semantiek vs. syntax)

® = als - (correctheid, soundness)

® = dan + (volledigheid, completeness)
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Bewijs van volledigheid!?

® A =B dan en slechts dan als {A,-B} =1

® A = B dan en slechts dan als = A—B (Hfdstk
6, Stelling 3.9)

® Al,.,An = B dan en slechts dan als =EA| —...
—An —B
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Stellingen over =

® A =B dan en slechts dan als {A,~B} =1

® A = B dan en slechts dan als = A—B (Hfdstk
6, Stelling 3.9)
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Equivalentie

® def:A en B zijn equivalent als B een semantisch
gevolg is van A en andersom

® def: A Eq B als A=B en BEA
e stelling: A Eq B als V(A) =V(B) voor alleV
® stelling: A Eq B als A,B zelfde waarheidstafel
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Vervangen door
Equivalenten(Herschrijven)

Stelling 3.14: Het vervangen van een formule door een
equivalente verandert de valuatie/waarheidstafel niet.

ooooooooooooooooooooooo



DNV equivalenties

¢ (A—B) Eq (A—B)A(B— A)

® (A—B) Eq (AVB)

e 1A EqA

e 1(AAB) Eq (mAv-B)

e —(AvB) Eq (HAA-B)

o AA(BVvC) Eq (AAB)V(AAQ)
o AAA EqA

e AVA EqA
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DNV herschrijven ~

* (AoB)~ (A—B)A(B— A)

e (A—B)~ (nAvVB)

o mA~A

e -(AAB) ~ (nAv-B)

e -(AvB) ~ (nAA-B)

o AA(BVC) ~ (AAB)V(AAC)

o (BVC)AA ~ (BAA)V(CAA)

o AAA ~ A (niet nodig voor DNYV)
e AVA ~ A (niet nodig voor DNYV)
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DNV herschrijven vb

(Tpeq) ~

(((p—9g)A(@—p)) >
((F7pvg)A(mqvp)) ~
((Pva@)A(mqVvp)) ~>~

(((Pvg)A=q)v((pva)ATp)) ~
(((PA7q)Vv(gA—q))v((PATP)V(qQATP)))

ooooooooooooooooooooooo



Disjunctieve normaalvorm

Definitie: Formule is in/een disjunctieve
normaalvorm (DNYV) als hij niet verder
herschreven kan worden

Stelling: de formule A is in DNV dan en slechts

dan als in de afleidingsboom disjuncties alleen

boven conjuncties, en conjuncties alleen boven
negaties voorkomen

Stelling: voor iedere A is er
een A’ in DNV zdd A EqA’
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Herbrand equivalenties

¢ (AoB)Eq(A—B)A(B— A)

¢ (A—B) Eq (AAB)+A+T

e (AvB) Eq (AAB)+A+B

o AA(B+C) Eq (AAB)+(AAC)
® -AEqA+T

o A+l EqA

e A+A EqA

 AAL EqL

o AAT EqA

e AAA EqA
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Herbrand herschrijven ~

e (AoB)~ (A-B)A(B— A)

e (A—B)~ (AAB)+A+T

e (AvB)~ (AAB)+A+B

o AA(B+C) ~ (AAB)+(AAQ)
o - A~A+T

o A+l ~A

o A+tA~ |

o AALl~ 1

o AAT ~A

o ANA~A

® modulo associativiteit en commutativiteit van +,A
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HNV herschrijven vb

peq > (P A(qp)

((FPAQ)+7p+T)A((7gAP) g+ T) >
(PFT)AQ)+p+T+T)A(((QHT)AP)+q+T+T) >~
(P T)AQ)+p+L)A(((qQ+T)Ap)+q+Ll) >~
(P T)AqQ)*+p)A(((q+T)Ap)*+q) ~>~
((PAQ)*+(T AQ)*+p)A((QAP)*+(T AP)*+q) ~~
((PAQ)+q+p)A((qAp)+ptq) ~.. >
(PAQAQAP)+(PAGAP)H(PAQAQ)+(gAgAp)t
(9AP)+(qAq)+H(PAQAP)+(PAP) +(PAQ) ..
(PAQ)+(PAQ)+(pAQ)*+(qap)t
(QAP)+q+(qAp)*+p*(pAQ) ..~ gtp

ooooooooooooooooooooooo



ANV

® Stelling: voor alle A er is een A’ in HNV met A
EqA’

® Stelling: als A in HNV en tautologie dan A =

® Stelling: als A in HNV en contradictie dan A= L
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