
Overzicht

• valuatie van formule A (V(A), recursie)

• classificatie van formules adhv valuaties;

• waargemaakt worden van een formule A in 
een wereld V (V ⊨ A, recursie)

• V(A) = 1 desda V ⊨ A (bewijs met inductie)

• vervulbaarheid illustreren mbv sudoku’s
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Waarheidstabellen

p q r
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

p ⋎ (q ⋏ r)

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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Waarheidstabellen

p q r
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

p ⋎ (q ⋏ r)

0 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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Waarheidstabellen

p q r
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

p ⋎ (q ⋏ r)

0 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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Waarheidstabellen

p q r
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

p ⋎ (q ⋏ r)

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 1 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1
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Waarheidstabellen

p q r
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

p ⋎ (q ⋏ r)

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 1 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1
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Vorm Betekenis
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Syntax Semantiek
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Syntax Semantiek

Formules Waarheidswaarden
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Syntax Semantiek

FOR {0, 1}
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Syntax Semantiek

FOR {0, 1}

inductief gedefinieerd
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Syntax Semantiek

FOR inductief {0, 1}

inductief gedefinieerd

⊥, p0, p1, p2, . . . ∈ FOR

A ∈ FOR, dan ¬A ∈ FOR

A,B ∈ FOR, dan (A!B) ∈ FOR
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V ((A ∧B)) = min(V (A), V (B)), . . .

Syntax Semantiek

FOR inductief {0, 1}

inductief gedefinieerd recursief gedefinieerd

⊥, p0, p1, p2, . . . ∈ FOR

A ∈ FOR, dan ¬A ∈ FOR

A,B ∈ FOR, dan (A!B) ∈ FOR

V (⊥) = 0, V (p0) = . . .

V (¬A) = 1− V (A)

8
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Idee van recursie

• waarheidswaarde van een formule kan 
berekend worden als we de waarheidswaarde 
van z’n delen weten (als waarheidsdefiniet/
functioneel voegteken)

Thursday, September 19, 2013



Propositielogica
semantiek

• Een valuatie V is een afbeelding naar de waarheidswaarden 
0 en 1.

V(p) = V(p) V(A ∨ B) = max{V(A),V(B)}

V(¬ A) = 1- V(A) V(A → B) =1 desda V(A)  ≤  V(B)

V(A ∧ B) = min{V(A),V(B)} V(A ↔ B) =1 desda V(A) =  V(B)
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Constructie tonen:ontleden

• V(((p ∧ q) → (p ∨ ¬r))) = ?, V(p)=V(q)=V(r)=1

3. ONTLEEDBOMEN 25
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Opmerking 3.1. ∗ Een belangrijke notie is een voorkomen van een subformule voorkomen
in een formule. In het Engels noemen we dit een occurrence. We kunnen voor-
komens op verschillende manieren definiëren maar de definitie met behulp van de
ontleedboom is net en elegant.

Een voorkomen van een formule B in een formule A is een knoop in de ontleedboom
van A die B als label heeft. Hier hebben we het over een ontleedboom die op de
eerste manier geschreven is. De formule die op de plaats van een knoop staat is het
label.

Op dezelfde manier kunnen we voorkomens van een voegteken definiëren. Hiervoor
gebruik je de boom zoals die in de tweede stijl geschreven is.

Bezie de formule (p ∧ q) → (p ∨ ¬r). De heeft de volgende ontleedboom.

(p ∧ q) → (p ∨ ¬r)
''((

p ∧ q
%%&&

p q

p ∨ ¬r
))**

p ¬r

r

Merk op dat er twee voorkomens zijn van p en één van ¬r.

Een belangrijke notie is de polariteit van een voorkomen. Deze notie is betekenisvol polariteit
voor formules zonder ↔. We kunnen de polariteit van een voorkomen van een
subformule in een formule zonder ↔ als volgt berekenen. We vormen eerst de
ontleedboom van de formule en werken van boven naar onderen.

a. De wortel (= bovenste knoop) wordt gelabeled met +.

b. Stel we hebben een knoop k al een label + gegeven. Als het hoofdvoegteken
in de knoop ∧ of ∨ is, dan krijgen de directe opvolgers van de knoop ook label
+. Als het hoofdvoegteken van de knoop ¬ is, dan krijgt de directe opvolger
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Taal vd propositielogica
connectieven syn sem

niet ¬ 1-

en ∧ min

of ∨ max

als .. dan .. → ≤
desda ↔ =
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Overzicht

• valuatie van formule A (V(A), recursie)

• classificatie van formules adhv valuaties;

• waargemaakt worden van een formule A in 
een wereld V (V ⊨ A, recursie)

• V(A) = 1 desda V ⊨ A (bewijs met inductie)

• vervulbaarheid illustreren mbv sudoku’s
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Classificatie

• A tautologie als V(A) = 1, voor alle V

• A contradictie als V(A) = 0, voor alle V

• A contingent anders

• A vervulbaar als V(A) = 1, voor zekere V
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Classificatie formules
66 6. SEMANTIEK VAN DE PROPOSITIELOGICA 2

contradicties

tautologieën

FOR
contingente

formules

p ∨ ¬p
(p → q) ∨ (q → p)

(((p → q) → p) → p)

. . .

p

p ∧ q

(p ↔ ¬q) → ¬(¬r ∨ p)

. . .

(p ∧ ¬p)
(p ↔ ¬p)

¬((p → q) ∨ (q → p))

. . .

Figuur 1. De verzameling FOR gepartitioneerd

Γ |= A → B. M.a.w. (Definitie 2.2) voor alle valuaties V met V |= Γ moet gelden

V |= A → B.

Bezie V zodat V |= Γ. Er zijn nu twee mogelijkheden. Als V |= A, dan geldt

ook V |= Γ ∪ {A} en dus volgens (*) dat V |= B. Uit V |= B kunnen we met

sem→ concluderen dat V |= A → B. Als V �|= A, dan geldt onmiddelijk met sem→
datV |= A → B.

⇐: Zij gegeven (**) Γ |= A → B. Dit betekent volgens Definitie 2.2 dat voor alle

valuaties V geldt: als V |= Γ, dan V |= A → B. Te bewijzen: Γ, A |= B. M.a.w.

(Definitie 2.2) voor alle valuaties V met V |= Γ ∪ {A} moet gelden V |= B. Stel

we hebben een V met V |= Γ ∪ {A}. Dan geldt zeker dat V |= Γ, en dus volgens

(**) dat V |= A → B. Met sem→ volgt hieruit V �|= A of V |= B. Nu hadden we

al aangenomen dat V |= A dus V |= B. ✷

Dit betekent dat we met onze huidige semantiek formules naar de andere kant van

de dubbele turnstile mogen halen, met toevoeging van een implicatie. Andersom

mogen we het antecedent van een implicatie uit de ‘waargemaakte’ formule (rechts

van de |=) weghalen en toevoegen aan de ‘waarmakers’ (links van de |=). Het gevolg

hiervan is dat we uit uitspraken van de vorm Γ |= A altijd een tautologie kunnen

destilleren. Neem bijvoorbeeld de uitspraak A,B |= C. We passen nu bovenstaande

stelling twee keer toe:

A,B |= C desda A |= B → C

desda A |= B → C

desda |= A → (B → C)

. . . en deze laatste is een tautologie (mooi vak, hè?). Het belang van deze truc

zal nog verder blijken als we het in het volgende hoofdstuk over geldigheid gaan

hebben.

3.2. Equivalentie revisited. In Paragraaf 3.1 hebben we kennisgemaakt met

de dubbele pijl, ook wel ‘bi-implicatie’. Hiervoor geldt dat V (A ↔ B) = 1 desda

V (A) = V (B), oftewel binnen een gegeven valuatie is A ↔ B waar als A en B
dezelfde waarheidswaarde hebben.
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Maakt waar
• V ⊨ p als V(p) = 1

• niet V ⊨ ⊥ (afkorting V ⊭ ⊥)

• V ⊨ ¬A als V ⊭ A

• V ⊨ (A∧B) als V ⊨ A en V ⊨ B

• V ⊨ (A∨B) als V ⊨ A of  V ⊨ B

• V ⊨ (A→B) als V ⊭ A of  V ⊨ B

• V ⊨ (A↔B) als (V ⊨ A) desda (V ⊨ B)
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Valuatie vs. maakt waar
Stelling: V(A) = 1 desda V ⊨ A en

        V(A) = 0 desda V ⊭ A

Met inductie naar de formule A. Bv.
V(¬A) = 1 is per definitie

1-V(A) = 1dwz
V(A) = 0 desda (per IH)

V ⊭ A wat de definitie is van
V ⊨ ¬A
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Equivalentie

A en B zijn equivalent,  A Eq B, als

voor alle valuaties V,  V(A) = V(B)

A en B dezelfde waarheidstafel hebben

voor alle valuaties V,  V ⊨ A desda V ⊨ B
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Experimenten op functies?
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