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Interpretatie van Complexe Formules 2

oty

-

-B
ANB
Av B

A I I
> >
Tl
o @

XX <XXXZEKXX
TR FTFFRFRFRF

-~ -
w <
x X
> >

teeeo0Q

t e

Complexe Formules

—~
_

%]]M,fv"'v ﬂt”]]M,f>€l(P)
fEB
JHEAOM, fEB
JHEAen M, f~B
JE=Aen M, f~B
M, f=AenM,f I~ B]of

M, f~Aen M, f=B]
eriseend e D, zodat M, f[x : d] £ A
vooralled € D, M, f[x:d] £ A

SXIXL?W

RN

= U = Universiteit Utrecht

KN}

5



Overview

Geldigheid

Geldigheid

VE (N § Universiteit Utrecht

6



Definitie van Geldigheid

Geldigheid

Zij een signatuur ¥ gegeven.
(i) M,f=T desda M, f = Cvooralle CeT.

(i) T = Adesda, voor alle M in Mods en voor alle bedelingen f
over het domein van M, we hebben M, f =T = M, f = A.

(i) Ar,...,A, = Bdesda {A,...,A)} =B
(iv) = Adesda 0 = A.
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Strijdigheid en Vervulbaarheid

Geldigheid

Een verzameling formules I is vervulbaar of semantisch
consistent dan en slechts dan als er een model M is en een
bedeling f zodat M, f =T.

Een verzameling formules I is of semantisch inconsistent dan en
slechts dan als er geen model M is een geen bedeling f is, zodat
M, f ET. Met andere woorden: T is strijdig dan en slechts dan als
I" niet vervulbaar is.
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Correctheid en Volledigheid

Correctheidsstelling voor de predikatenlogica: T - A=T | A.
We kunnen de correctheidsstelling ook als volgt formuleren (m.b.v. 9"
contrapositie): I (£ A= T ¥ A.

Dit zegt dat als we een tegenvoorbeeld tegen de redenering '/ A
vinden, we daarmee tevens hebben aangetoond dat A niet met
natuurlijke deductie uit I' af te leiden is.

Volledigheidsstelling voor de predikatenlogica: ' = A= T + A.
(Godel, 1930)

We kunnen de volledigheidsstelling herformuleren tot het Model
Existentie Lemma:
Als T ¥ A, dan is er een model M en een valuatie f zodat
M, fETen M, f £ A.
NY

= U = Universiteit Utrecht

KN}

9



Overview

Natuurlijke Deductie

Natuurlijke Deductie

= B = Universiteit Utrecht

%§



VE

De V-eliminatie regel ziet er zo uit.
Vx A
m VE Natuurlijke Deductie

We eisen dat ¢ vrij is voor x in A.
Wat er mis gaat als we dit niet eisen, wordt onmiddellijk duidelijk

uit het volgende voorbeeld:
Vxdy x <
Yy Yy

Goed: dyz<y
vxJyx<y
Fout: dyy<y
§ U% Universiteit Utrecht
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VI

De V-introductieregel regel ziet er zo uit.

Natuurlijke Deductie
Alx == y]

XA "

We eisen:
1. yis vrijis voor x in A,
2. y komt niet vrij voor in een nog openstaande aanname waar
de deelconclusie A[x := y] op gebaseerd is,
3. hetzij y is identiek aan x of y & FV(A).
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Voorwaarde 1+ 2

y is vrij is voor x in A. We kiezen A := 3y Dxy.
Alx :=y] = 3y Dyy.

Natuurlijke Deductie

3y Dyy

Fout: Vvx 3y Dxy vE

y komt niet vrij in een nog openstaande aanname waar de
deelconclusie A[x : y] op gebaseerd is. We kiezen A := Qx.

Vx (Px — Qx) c
Py Py — Qy v
—E
Qy
Fout: Vx Qx

v
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Voorwaarde 3

Hetzij y is identiek aan x of y ¢ FV(A). We kiezen A = Rxy.

Alx :=y] = Ryy.
Vx Rxx
VE
Ry
Vx Rxy |
Fout: Yy Vx Rxy v

Natuurlijke Deductie
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We eisen dat t substitueerbaar is voor x in A.

Fout:

Alx =1t

dx A A

vy Ryy

dx Yy Rxy .

A=VyRxy, Alx := y] =Vy Ryy.

Natuurlijke Deductie
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JE

[Alx = y]]

Natuurlijke Deductie

Ix A C £

. y is substitueerbaar voor x in A.
. In het rechter bewijsgedeelte (A[x := y]/C) geldt: y mag niet

vrij voorkomen in een hypothese, anders dan in A[x := y], die
op het moment dat de regel wordt toegepast nog niet is
ingetrokken.

. y isidentiek aan x, of y komt niet vrij voor in A.
. ¥ mag niet vrij voorkomen in C.
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Conditie 1

y is vrij voor x in A.

Fout:

IxVy Px [vy Py]'

vy Py

A:=VyPx, Alx :=y] =VyPy.

3E, 1

Natuurlijke Deductie
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Conditie 2

In het rechter bewijsgedeelte (A[x := y]/C) geldt: y mag niet vrij
voorkomen in een hypothese, anders dan in A[x := y], die op het  \awuriike eductie
moment dat de regel wordt toegepast nog niet is ingetrokken.

Fout:
Py A Qy
IxQx  Ix(Px A Qx) jE ]
Ix Px Ix (Px A Qx) s ’
dx (Px A Qx)
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Conditie 3

y is identiek aan x, of y komt niet vrij voor in A.

Fout:

[y # 41
Ixx#y 3IxXx#x

JE, 1
Ixx # x '

Natuurlijke Deductie
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Conditie 4

y mag niet vrij voorkomen in C.

Fout:
Ix Px [Px]
- . 3

Px
Vx Px

1

vl
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Voorbeelden

. Vx (Px — Qx),¥x (Qx — Rx) - Vx (Px — RXx) Voorbeeden
. Vx (Px — Qx) F ¥Vx Px — Vx Qx

. Vx (Px — Qx),—Vx Qx - =Vx Px

Vx (Px — Qx),3x Px F 3x Qx

Vx (Px Vv Qx) F 3x Px v 3x Qx

Vx Px Vv 3x Qx = 3x (Px Vv Qx)

R
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