
Tafel van implicatie

1. WAARHEIDSTAFELS 31

waarheidstafel in andere stijl.
∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

De volgende waarheidstafel is die voor de →. Dit is de moeilijkste en ieder jaar zijn
er weer mensen die zeggen dat hij niet klopt. Voor we deze discussie aangaan laten
we hem (haar?) eerst maar zien —dan weten we straks tenminste waar we het over
hebben. waarheidstafel van →

A B A → B

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

De waarheidstafel voor de → zegt dat A → B alleen onwaar is als A waar is terwijl
B onwaar is. In alle andere gevallen is A → B waar.

De oorzaak van het meningsverschil over de al dan niet correctheid van deze waar-
heidstafel is gelegen in de verschillende mogelijke opvattingen over de aard van de
implicatie. Veel mensen vinden dat A → B wil zeggen dat er een causaal verband causaal verband
tussen A en B is, zoals in ‘als ik de schakelaar indruk gaat het licht aan’. Ervan
uitgaand dat dit een werkelijk causale ‘als. . . dan’ is, is deze uitspraak alleen maar
waar als het indrukken van de schakelaar ook werkelijk de oorzaak van het aangaan
van het licht is. Als het licht opeens spontaan aanging zou daarmee de uitspraak
misschien niet onwaar zijn, maar zeker ook niet waar. Dus als A onwaar is en B
waar zou er iets mis gaan —en dat in tegenstelling tot onze waarheidstafel die heel
simpel stelt dat A → B in zo'n geval gewoon waar is.

Er bestaan echter ook niet-causale implicaties. Beschouw bijvoorbeeld de uitspraak
‘als ik een goed humeur heb neem ik een doos bonbons mee’. Niemand zal willen
beweren dat mijn humeur op dezelfde manier een doos bonbons veroorzaakt als de
ingedrukte schakelaar het licht doet branden. De implicatie moet nu op deze laatste
manier worden opgevat —als een soort belofte. Het verbreken van de belofte komt
dan overeen met de onwaarheid van de implicatie; het niet-verbreken ervan met de
waarheid van de implicatie (merk op dat dit een negatieve definitie is: de betekenis
van de implicatie wordt bepaald door het ene geval waarin hij zeker onwaar is —de
overige gevallen zijn ‘by default’ waar). Het is met de implicatie als in het volgende
sprookje.

Er was eens een land dat Darfikollig heette. Darfikollig werd geteisterd door een
monsterachtige draak. Het beest vrat al jaren alle oogsten (en af en toe een inwoner)
op, zodat er een ernstig voedseltekort dreigde. De Darfikolligers waren de wanhoop
nabij want alle dappere drakendoders uit de wijde omgeving hadden reeds tevergeefs
geprobeerd het beest te doden en de meesten waren daarbij zelf op jammerlijke
wijze aan hun eind gekomen of tenminste blijvend invalide geworden. Ten einde
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Formules Propositielogica

• Elke propositionele variabele is een (atomaire) 
formule 

• ⊥ is een formule

• Als A een formule is dan ook ¬A.

• Als A en B formules zijn dan ook (A ⋀ B), (A ⋁ B), 
(A → B) en (A ↔ B).
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Verzamelingen 

HOOFDSTUK 2

Verzamelingen

1. Minimale verzamelingenleer

Een verzameling is eigenlijk niets meer dan een willekeurige collectie individuen.
Het doet er niet toe of deze individuen mensen, getallen, soorten broodbeleg of
wat-dan-ook zijn. Voorbeelden van verzamelingen zijn:

17

jam

Q

Beatrix

12

Jan

2
1913

3
57

11

Figuur 1. Twee willekeurige verzamelingen

Hoewel plaatjes tekenen leuker is, is het toch handiger om een aparte notatie
voor verzamelingen te hebben. Een verzameling noteren we door de elementen
ervan, door komma's gescheiden, tussen accolades te zetten. De bovenstaande ver-
zamelingen kunnen we dus als volgt opschrijven: {jam, 12, Beatrix, Q, Jan} en
{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}. Meestal zullen we te maken hebben met verzamelingen
waar enige ‘logica’ in zit. De eerste verzameling in bovenstaande figuur is (nogal)
willekeurig, de tweede bevat precies de priemgetallen onder de twintig. Andere ‘voor
de hand liggende’ verzamelingen zijn bijvoorbeeld alle Nederlanders, de machten
van twee die kleiner zijn dan 100000, alle boeken in mijn boekenkast, etc.

Vaak zullen we willen zeggen dat een bepaald object in een verzameling zit. We
zeggen dan dat dat object element van de verzameling is. Zo is 2 element van de element
verzameling getallen die kleiner dan 10 zijn. Voor het ‘element zijn van’ gebruiken
we het symbool ∈. Dus 2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Als iets niet een element is
van een bepaalde verzameling noteren we dat aldus: 2 "∈ {1, 3, 5, 7, 9}.

Merk overigens op dat verzamelingen ongeordend zijn. Dat wil zeggen dat de
volgorde van de elementen er niet toe doet: de verzameling {0, 1, 2, 3} is dezelfde
als {2, 0, 1, 3}. Bovendien bevat een verzameling geen dubbele elementen: de
verzameling {0, 0} is dus identiek met de verzameling {0} (wat bevat {0, 0} immers
anders dan 0?)

7

• een verzameling met 5 elementen

• notatie {jam,12,Q,Beatrix,Jan}
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Nog een verzameling 

• {17,3,11,5,19,2,13,7}

• zelfde als {2,3,5,7,11,13,17,19}?

• zelfde als verzameling priemgetallen ≤19?

HOOFDSTUK 2

Verzamelingen

1. Minimale verzamelingenleer

Een verzameling is eigenlijk niets meer dan een willekeurige collectie individuen.
Het doet er niet toe of deze individuen mensen, getallen, soorten broodbeleg of
wat-dan-ook zijn. Voorbeelden van verzamelingen zijn:

17

jam

Q

Beatrix

12

Jan

2
1913

3
57

11

Figuur 1. Twee willekeurige verzamelingen

Hoewel plaatjes tekenen leuker is, is het toch handiger om een aparte notatie
voor verzamelingen te hebben. Een verzameling noteren we door de elementen
ervan, door komma's gescheiden, tussen accolades te zetten. De bovenstaande ver-
zamelingen kunnen we dus als volgt opschrijven: {jam, 12, Beatrix, Q, Jan} en
{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}. Meestal zullen we te maken hebben met verzamelingen
waar enige ‘logica’ in zit. De eerste verzameling in bovenstaande figuur is (nogal)
willekeurig, de tweede bevat precies de priemgetallen onder de twintig. Andere ‘voor
de hand liggende’ verzamelingen zijn bijvoorbeeld alle Nederlanders, de machten
van twee die kleiner zijn dan 100000, alle boeken in mijn boekenkast, etc.

Vaak zullen we willen zeggen dat een bepaald object in een verzameling zit. We
zeggen dan dat dat object element van de verzameling is. Zo is 2 element van de element
verzameling getallen die kleiner dan 10 zijn. Voor het ‘element zijn van’ gebruiken
we het symbool ∈. Dus 2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Als iets niet een element is
van een bepaalde verzameling noteren we dat aldus: 2 "∈ {1, 3, 5, 7, 9}.

Merk overigens op dat verzamelingen ongeordend zijn. Dat wil zeggen dat de
volgorde van de elementen er niet toe doet: de verzameling {0, 1, 2, 3} is dezelfde
als {2, 0, 1, 3}. Bovendien bevat een verzameling geen dubbele elementen: de
verzameling {0, 0} is dus identiek met de verzameling {0} (wat bevat {0, 0} immers
anders dan 0?)

7

Sunday, September 16, 2012



Verzameling gelijkheid

• Twee verzamelingen gelijk dan en slechts dan als 
ze dezelfde elementen hebben

• 2 ∈ {2,3} (2 element van verzameling {2,3})

• 2 ∉ {3,4} (2 geen element van verzameling {3,4})
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Oneindige verzamelingen

• een voor een opsommen gaat niet

• selecteren uit een oneindige verzameling: de 
verzameling van alle priemgetallen

• de verzameling van getallen zelf?
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Inductieve verzamelingen 

• Constructie voorschrift

• 0 is een natuurlijk getal

• als n een natuurlijk getal is dan is S(n) dat ook 
(denk aan de opvolger/successor van n,n+1)

• inductie: alleen te construeren elementen
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Inductieve definitie formules

• Elke propositionele variabele is een formule 

• ⊥ is een formule

• Als A een formule is dan ook ¬A.

• Als A en B formules zijn dan ook (A ⋀ B), (A ⋁ B), 
(A → B) en (A ↔ B).

Sunday, September 16, 2012



Inductieve Definitie O 

• [basis] ... element van O

• [constructie] als ... (en ....) element van O, dan 
ook ... element van O 

Kleinste verzameling zodanig dat
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Inductieve Definitie 
Blurpsen 

• [basis] ∆ element van Blurpsen

• [constructie] als x element van Blurpsen, dan 
ook x∆∆ en  ♢xx♢ element van Blurpsen 

• [constructie] als x,y element van Blurpsen, dan 
ook x∆y element van Blurpsen

Kleinste verzameling zodanig dat
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Constructie tonen:ontleden

• toont constructie van ((p ∧ q) → (p ∨ ¬r))

3. ONTLEEDBOMEN 25
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Opmerking 3.1. ∗ Een belangrijke notie is een voorkomen van een subformule voorkomen
in een formule. In het Engels noemen we dit een occurrence. We kunnen voor-
komens op verschillende manieren definiëren maar de definitie met behulp van de
ontleedboom is net en elegant.

Een voorkomen van een formule B in een formule A is een knoop in de ontleedboom
van A die B als label heeft. Hier hebben we het over een ontleedboom die op de
eerste manier geschreven is. De formule die op de plaats van een knoop staat is het
label.

Op dezelfde manier kunnen we voorkomens van een voegteken definiëren. Hiervoor
gebruik je de boom zoals die in de tweede stijl geschreven is.

Bezie de formule (p ∧ q) → (p ∨ ¬r). De heeft de volgende ontleedboom.

(p ∧ q) → (p ∨ ¬r)
''((

p ∧ q
%%&&

p q

p ∨ ¬r
))**

p ¬r

r

Merk op dat er twee voorkomens zijn van p en één van ¬r.

Een belangrijke notie is de polariteit van een voorkomen. Deze notie is betekenisvol polariteit
voor formules zonder ↔. We kunnen de polariteit van een voorkomen van een
subformule in een formule zonder ↔ als volgt berekenen. We vormen eerst de
ontleedboom van de formule en werken van boven naar onderen.

a. De wortel (= bovenste knoop) wordt gelabeled met +.

b. Stel we hebben een knoop k al een label + gegeven. Als het hoofdvoegteken
in de knoop ∧ of ∨ is, dan krijgen de directe opvolgers van de knoop ook label
+. Als het hoofdvoegteken van de knoop ¬ is, dan krijgt de directe opvolger
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