
Volledigheidsstelling

• (B is een semantisch gevolg van A1,...,An) dan 
en slechts dan (als B afleidbaar uit A1,...,An)

• A1,...,An ⊨ B dan en slechts dan als A1,...,An ⊢ B

• ⊨ = ⊢ (semantiek vs. syntax)

• ⊨ als ⊢ (correctheid, soundness)

• ⊨ dan ⊢ (volledigheid, completeness)
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Correctheid

• Verzameling afleidingsbomen inductief gedefd

• Schema’s voor connectieven als constructies

• als A1,...,An ⊢B dan A1,...,An ⊨ B, bewijs met 
inductie naar de afleidingsboom

• v.b. A1,...,An ⊢B ∧ C
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Volledigheid

• als A1,...,An ⊨ B dan ⊨ A1 → .... →An → B

• als ⊨ A1 → .... →An → B dan A1 → .... →An → 
B Eq ⊤ (afko van ¬⊥)

• om C Eq D aan te tonen hebben we een eindig 
aantal equivalentieschema’s nodig (die in de 
reader)

• voldoende om voor ieder schema C Eq D te 
laten zien C ⊢ D en D ⊢C
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Equivalentie

A Eq B als A⊨B en B⊨A

A en B zijn equivalent als 
B een semantisch gevolg 

is van A en andersom

Dus is het een goede oefening om van
de eerdere equivalenties A Eq B te kijken
of je zowel A ⊢B als B ⊢A kunt bewijzen

A Eq B als A⊢B en B⊢A
Mbv de volledigheidsstelling volgt
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Afleiden equivalenties

74 7. SEMANTIEK VAN DE PROPOSITIELOGICA 2

‘V (A) = V (B) ⇒ V (C[p := A]) = V (C[p := B]) voor alle V ’ zegt dat als A en B
voor een bepaalde V dezelfde waarde hebben (dus op de bij V horende rij in de
waarheidstafel staat hetzelfde, terwijl ze op de andere rijen best kunnen verschillen),
dat dan ook C[p := A] en C[p := B] op die rij dezelfde waarde hebben. Het is
duidelijk dat als A en B altijd dezelfde waarheidswaarde hebben (V (A) = V (B)
voor alle V ) dat dan bovenstaande redenering voor alle rijen van de waarheidstafel
kan worden gehouden: als de kolom onder A identiek is aan de kolom onder B, dan
zal de kolom onder C[p := A] ook identiek zijn aan de kolom onder C[p := B] —en
dat is precies wat in (iii) staat.

4. Voegtekens: fijne puntjes

Voegtekens zijn voor de rechtgeaarde logicus een constante bron van inspiratie en
vermaak. Vandaar de volgende paragrafen.

4.1. Functionele volledigheid. Als we naar ons rijtje ‘standaard-equivalen-
ties’ kijken (stelling 3.12), dan zien we dat ¬(A ∧ B) Eq (¬A ∨ ¬B) en dus dat
(A∧B) Eq ¬(¬A∨¬B) . We hebben ook al gezien dat (A → B) Eq (¬A∨B) . We
zien dus dat we conjuncties en implicaties kunnen herschrijven naar formules die
alleen ∨ en ¬ bevatten. We weten ook dat we een dubbele pijl met een conjunctie en
twee implicaties kunnen schrijven. We kunnen dus iedere formule die conjuncties,
implicaties en bi-implicaties bevat, schrijven als een formule die alleen disjuncties
en negaties bevat! Laten we dat eens doen:

¬A Eq ¬A
(A ∨B) Eq (A ∨B)

(A ∧B) Eq ¬(¬A ∨ ¬B)

(A → B) Eq (¬A ∨B)

(A ↔ B) Eq ((A → B) ∧ (B → A))

Eq ((¬A ∨B) ∧ (¬B ∨A))

Eq ¬(¬(¬A ∨B) ∨ ¬(¬B ∨A))

Uiteraard wordt alles er niet leesbaarder op, maar daar gaat het nu niet om. We zien
hieraan dat we eigenlijk de ∧, → en ↔ niet nodig hebben, maar kunnen volstaan
met uitsluitend de ∨ en de ¬.

We zullen in de volgende paragraaf bewijzen dat {¬,∧,∨} voldoende is om alle
denkbare waarheidsfunctionele voegtekens te definiëren. (We gaan straks nader
in op de vraag wat een denkbaar waarheidsfunctioneel voegteken is.) Zo'n verza-
meling waarmee je alle voegtekens kunt definiëren, wordt een functioneel volledigefunctioneel volledig
verzameling voegtekens genoemd. We zien dus dat, geven het feit dat {¬,∧,∨}
functioneel volledig is, ook {∨,¬} functioneel volledig is. Volgens analoge overwe-
gingen is ook {∧,¬} functioneel volledig: (A ∨ B) schrijven we als ¬(¬A ∧ ¬B).
De formule (A → B) is equivalent met (¬A ∨ B) en de disjunctie kunnen we met
bovenstaande regel als een conjunctie schrijven. De dubbele pijl schrijven we als
een conjunctie van twee enkele pijlen die we als disjuncties kunnen schrijven die we
als conjuncties kunnen schrijven. Andere functioneel volledige verzamelingen zijn

(blz 74 syllabus)
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Nog enige equivalenties

• (A↔B) Eq (A→B)∧(B→ A)

• (A→B) Eq (¬A∨B)

• ¬¬A Eq A 

• ¬(A∧B) Eq (¬A∨¬B)

• ¬(A∨B) Eq (¬A∧¬B)

• A∧(B∨C) Eq (A∧B)∨(A∧C)

• A∧A Eq A

• A∨A Eq A
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